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АБИТУРІЄНТУ ВНЗ:  
підготовка до зовнішнього незалежного оцінювання 

 (розв’язання тригонометричних рівнянь з параметрами). 
 

Санки до зими готуй влітку. 
Народна мудрість. 

 
ВСТУП 

 
 

Фізико технічний ліцей при ХНТУ і ДНУ м. Херсона є закладом освіти для 
обдарованої та здібної молоді, де здійснюється підготовка майбутніх фахівців для 
різних галузей виробництва, органів державного управління та професіоналів у 
економічній, педагогічній, науковій та інших сферах. 

Реалізація цих завдань значною мірою залежить від роботи вчителя 
математики, який здійснює підготовку випускників з предмета. Багато років ми 
збирали, розв’язували, систематизували завдання вступних екзаменів з математики, 
які пропонувались абітурієнтам у різні вищі навчальні заклади України та Росії . 
Але зараз головною метою є підготовка до ЗНО. 

Мета цієї публікації – ознайомити вчителів математики з одним із можливих 
підходів до вивчення нетрадиційної для шкільної програми і непростої для учнів 
теми «тригонометричні рівняння з параметрами». 

Розв’язати рівняння з параметрами – значить для будь якого припустимого 
значення параметра знайти множину всіх розв’язків даного рівняння. Таким чином 
розв’язання задач з параметром відрізняється від розв’язання аналогічної задачі без 
параметра, необхідністю дослідити поведінку розв’язання при всіх припустимих 
значеннях параметра. 

Всі тригонометричні рівняння з параметрами ми поділили на такі групи: 
• Для кожного значення параметра а  розв’язати рівняння. 
• При яких значеннях параметра а  рівняння має розв’язки? Знайти ці 

розв’язки. 
• Знайти кількість розв’язків даних рівнянь у залежності від параметра 

на вказаному інтервалі. 
Щоб добре розв’язувати тригонометричні рівняння з параметрами необхідно 

добре оволодіти такими темами: 
• Розв’язок тригонометричних рівнянь без параметрів. 
• Розв’язок алгебраїчних рівнянь. 
• Властивості квадратичної функції і умови розміщення її коренів на 

числовій вісі. 
• Побудова і перетворення графіків функції. 
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Добірка задач за темою 
«Тригонометричні рівняння з параметрами» 

 
І.)      Розв’язати рівняння відносно х : 

1. 1)5sin( −=− mx  
Розв’язання 

Відомо , що    [ ]1;1)(sin −∈xf , 

20
111

≤≤
≤−≤−

m
m  

Отже [ ]2;0∈m  
Звідки Zkkmx k ∈+−−=− ,)1arcsin()1(5 π  
             Zkkmx k ∈+−−+= ,)1arcsin()1(5 π  
Відповідь: якщо [ ]2;0∈m , то Zkkmarkk ∈+−+= ,)1sin()1(/5[ π . 
 

2. bx =+ )13cos(  
Розв’язання  

Відомо ,що [ ]1;1)(cos −∈xf , і [ ]1;1−∈b   
Звідки: Znnbx ∈+±=+ ,2arccos13 π  

            Znnx ∈+±−= ,
3

2arccos
3
1

3
1 π  

Відповідь: якщо [ ]1;1−∈b , то Znn
b

x ∈+±−= ,
3

2
arccos3

1
3

ππ . 

 
3. axtg =− 2  

Розв’язання  
Znnarctgaх ∈+=− ,2 π  

Дослідимо праву частину цього рівняння 
0≥+ naarctg π  

Отримуємо 2 випадки: 
а) якщо 0≥a , то Znn ∈≥ ,0  
б) якщо ,0<a  то Nnn ∈> ,0  
Звідти отримуємо 

,2 naarctgx π+±=  де  0,0)0( <∈≥≥∈ априNпіаприnZn . 
Відповідь:  00)0(,2 <∈≥≥∈+±= априNпіаприnZпдеnaarctgx π . 
 

4. 25 −=− bxctg  
Розв’язання  

[ )∞∈ ;5x  
(?),)2(5 Znnbarcctgx ∈+−=− π  

⎩
⎨
⎧

≥+−
+−=−

0)2(
))2((5 2

nbarcctg
nbarcctgx

π
π  

Отже 2))1((5;,0 nbarcctgxZnn π+−+=∈≥  
Відповідь: )0())2((5 2 ≥∈+−+= nZпдеndarcctgx π . 
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ІІ.)   Для кожного значення параметра  а  розв’язати рівняння. Знайти ці 
розв’язки. 

1)  1sin)2(2sin2 ++++ axaxa  
      а)  0≠a . Нехай [ ],1;1,sin −∈= ttx ,  то  01)2(22 =++++ ataat . 
Розглянемо квадратне рівняння: 

4344)1()2( 222
1 +=−−++=+−+= aaaaaaaaD  

a
aat

2
43)2( +±+−

= . 

Дані корені рівняння повинні ввійти в проміжок [ ]1;1− . Розглянемо 
квадратичну функцію 1)2(2)( 2 ++++= ataattf , корені якої 21 tit  належать проміжку 

[ ]1;1− .       
aa

atb
212

−−=
+

−=  

0314)1( <−=++−=− aaf  
54142)1( +=++++= aaaaf  

 
 
Розглянемо випадки:                                         
а) 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥
≥−
<<−

≥
>

0)1(
0)1(
11

0
0

f
f

t
D
a

b        

 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥+
<−

<−−<

≥+
>

054
03

1210

043
0

a

a

a
a

 

Тому, що 3)1( −=−f  система немає розв’язків. 
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б) 

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−≤

−<
<

−≥

<

⇒

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤+
<−

−>−−

<−−

≥+
<

⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤
≤−
<<−

≥
<

4
11

1
0

3
11

0

054
03

121

121

043
0

0)1(
0)1(
11

0
0

a

a
a

a

a

a

a

a

a
a

f
f

t
D
a

b  

 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−∈

4
11;

3
11a  

Znn
a

aax n ∈+
+±−−

−= π2432arcsin)1(  

 
 
 
в) 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<
≥−

>
>

0)1(
0)1(

0
0

f
f
D
a

                                      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<+
≥−

>+
>

054
03

043
0

a

a
a

                ∅  

 
 
 
г) 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
<−

≥
>

0)1(
0)1(

0
0

f
f
D
a

            

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥+
<−

≥+
>

054
03

043
0

a

a
a

            

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−≥

<−

−>

>

4
11

03
3
11

0

a

a

a

 

 

 
 

);0( ∞∈a  

Znn
a

aax n ∈+
++−−

−= ,432arcsin)1( π  
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д) 

  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>
≤−

>
<

0)1(
0)1(

0
0

f
f
D
a

                         

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>+
<−

>+
>

054
03

043
0

a

a
a

                        

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−>

<−

−>

<

4
11

03
3
11

0

a

a

a

 

 
 

)0;
4
11(−∈a  

Znn
a

aax n ∈+
++−−

−= ,432arcsin)1( π  

 
 
 
е) 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<
>−

>
<

0)1(
0)1(

0
0

f
f
D
a

                 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<+
<−

>+
<

054
03

043
0

a

a
a

 

 
Відповідь:  якщо )7;( −−∞∈a  нема розв’язків; 

                    якщо ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−∈

4
5;

3
4a , то Znn

a
aax n ∈+
++−−

− ,432arcsin)1( π ; 

                    якщо );0()0;
4
5( −∞∪−∈a        Znn

a
aax n ∈+
++−−

−= ,432arcsin)1( π  

                    якщо  Znnxa k ∈+−== + ,
4
1arcsin)1(,0 1 π  

 
 
 
 
2)          4cossin3cossin5 22 +=−+ axxxx  
Зведемо дане рівняння до однорідного 

)cos)(sin4(cossin3cossin5 2222 xxaxxxx ++=−+  
0cos)3(cossin3sin)1( 22 =+−−− xaxxxa  

Поділимо на 0cos2 ≠ ,  дістанемо   0)3(3)1( 2 =+−−− atgxxtga  
Розглянемо випадки 

1)   
3
4,043,1 −==−−= tgxtgxтоа  

,
3
4 narctgx π+−=    Zn ∈  

 
2)    1≠a ,   то зведемо рівняння до алгебраїчного. Нехай ttgx =  

0)3(3)1( 2 =+−−− atta  

2184
12849)32(49)33(49)3)(1(49

2

222

+−−=

=+−−=+−−+=−−++=+−+=

aa
aaaaaaaaaD  

а) 0=D ;    
4

104
4

84164;02184 2 ±−
=

+±−
==−+ aaa  

                                          

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−=

2
3
2
7

a

a
      

)1(2
3

)1(2
3

aa
t

−
=

−
−

−=  

Znnarctgxtgxta ∈+===
⋅
⋅

=−= ,
3
1

3
1

3
1

92
23,

2
7 π  

Znnarctgxtgxtтоa ∈+−=−=−=
−⋅

== ,333
)

3
1(2

3,
2
3 π  
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б)  ,)
2
1;

2
7(;0 −∈> aD  то 

)1(2
21843 2

a
aat

−
+−−±

= ; 

)1(2
2843 2

a
aatgx

−
+−−±

=  

Znn
a

aaarctgx ∈+
−

+−−±
= ,

)1(2
2843 2

π  

 

в)  0<D      

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

>

−<

2
3

2
7

a

a
       не має розв’язків. 

Відповідь:   якщо );
2
3()

2
7;( ∞∪−−∞∈a , то  рівняння не має розв’язків; 

якщо 
2
7

−=a ,  то  Znnarctgx ∈+= ,
3
1 π ; 

якщо 
2
3

=a ,  то  Znnarctgx ∈−−= ,3 π ; 

якщо  )
2
3;

2
7(−∈a ,  то    Znn

a
aaarctgx ∈+

−
+−−±

= ,
)1(2

21843 2

π . 

 
 
 
 

3)  0
2sin3

2sin93
2

2

=
−
+−

xa
xaa  

Розв’язок  

Виконуємо рівносильні перетворення  0
2sin3

2sin93
2

2

=
−
+−

xa
xaa  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠

=

3
2sin

9
22sin

2

2

ax

ax
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

=

0
9

22sin2

a

ax
 

Проте 12sin0 2 ≤≤ x , тому рівняння має розв’язки,  

якщо 
2
9,0 ≤a .     Знайдемо його розв’язки: 

9
22sin2 ax =  

9
2

2
4cos1 ax

=
−  

9
494cos ax −

=  

Znnax ∈+
−

±= ,
29

49arccos
4
1 π  
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Відповідь: якщо ( ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞∪∞−∈ ;

2
90;a  , то розв’язків немає; 

                   якщо  ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛∈

2
9;0a  ,   то  Znnax ∈+

−
±= ,

29
49arccos

4
1 π  

 
 
 
 
ІІІ) Знайти кількість розв’язків рівняння в залежності від параметра  а  на вказаному 
проміжку: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=+++−

2
5;

2
301cos)32(cos2 2 ππaxax  

Розв’яжемо рівняння відносно xcos  рівняння: 

Дістанемо
⎢
⎢

⎣

⎡

=

+=

2
1cos

1cos

x

ax
 

Рівняння 
2
1cos =x  на проміжку ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

2
5;

2
3 ππ  має 2 корені. 

Розглянемо кількість коренів рівняння 1cos += ax  на проміжку ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
5;

2
3 ππ . Скориставшись 

графічним способом. 

 
 
 

1) якщо ⎢
⎣

⎡
−<<+

>>+
1;01

0;11
aa
aa

    рівняння немає розв’язків. 

2) якщо  0;11 ==+ aa    рівняння має один корінь. 

3) якщо  0
2
1;11

2
1

<<−<+< aa    має 2 корені. 

4) якщо  
2
1,

2
11 −==+ aa        має 2 корені. 

5) якщо
2
11

2
110 −<≤−<+≤ aa      має 2 корені. 

З урахуванням коренів рівняння   
2
1cos =x  ,  маємо 

Відповідь: якщо   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∪⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ −−∈

2
1

2
1;1a   - 4 корені; 
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                  якщо   а=0    -  3 корені 

                  якщо  ( ) ( )∞∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−∪−∞−∈ ;0

2
11;a    - 2 розв’язки. 

 
Я вважаю, що задачам з параметрами повинна приділятися велика увага, особливо в класах 
з поглибленим вивченням математики, тому, що вони грають важливу роль у формуванні 
логічного мислення і математичної культури у школярів. Учні, яки володіють методами 
розв’язання задач з параметрами успішно справляються з будь-якими задачами. 
 
 

Гудименко О.А. – учитель математики фізико-технічного ліцею  
при ХНТУ і ДНУ, учитель вищої категорії, відмінник освіти України. 

 


